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LA DISTRIBUZIONE ASINTOTICA
DEI GAIN IN FUNZIONI
DI IMPULSO-RISPOSTA NON LINEARI

Carlo Grillenzoni

I. INTRODUZIONE (*)

La verifica empirica della causalita ha acquisito di recente un ruolo definito, so-
prattutto come momento intermedio nella costruzione di modelli operativi (analisi
strutturale, previsione, controllo).

La sua moderna impostazione fa riferimento a due momenti precisi, come impo-
stazione concettuale a Granger (69): la causalitd tra due fenomeni stocastici (X), (Y),
puo definirsi solo in un contesto temporale (il passato causa presente e futuro, ¢ non
viceversa) € probabilistico (PDF-condizionali dei processi stocastici), se

f(,‘}’,lyt_1, yt_g’-“);ef(ytlyt_l’ | xt’xt—l’ .. ) (1-1)

si afferma che vi & causalita { X, } —> {Y }. :

Operatwamcnte ed in amblto gaussiano, ragionare sulle PDF equwale a ragionare
sui loro parametrl Le medie condizionali forniscono modelli di regressione dinamica
lineari, cio& una rappresentazione dei processi stocastici stimabile efficentemente,

ED/,|y,_1,yt_2,...] YT 2 oy, '+e (1.2)

i=1

E[y,| ¥, g5 %p %y yo---) : 2 ay“+_2: ﬁx (1.3)

i=1 1=0

Le varianze condizionali, stimabili a margine dei precedenti,
V[ytlyt—vyt-z""]:‘,’: 14)
V[yt|yt_1,...;xt,'xt_],...]:oz 1.5)

forniscono parametri di sintesi per la valutazione de 2gh mflusm causali di { X, }— {Y }
in termini di contributo esplncanvo-prcwswo (0 —0)=A0 o

Con Box-Jenkins (70) si ¢ avuto un importante contnbuto tecnico con la messa a
punto di una metodologia sistematica di costruzione di modelli “razionali”, ottimali

(*) Ringrazio il Prof. D. Piccolo per le osservazioni critiche nguardantl I'impostazione e la ste-
sura del lavoro. La responsabiliti delle affermazioni fatte ¢ unicamente mia,
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per rappresentare con un-limitato numero di parametri (1.2, 3) e stimare in modo cor-
retto (1.4, 5). , : ~

Modelli che tendono a realizzare Ia stazionarietd nella covarianza (rispetto trend-
ciclo e stagionalitd) e nella varianza (etéroschedasticitd) sono I (4, D, N),

d;. . 8: Dy ; . | -
(1~ By 1 -B% '(z,-t—u,.)’\=z,.t i=x,y | (1.6)
Modelli (1.2) con struttura razionale sono ARMA [(p, P Q)]
-6 B~ — Pivit~® BgSi— - SiPiy, =
(1—¢B—... ¢P,‘B HN{it~-®,B*—... q)P,'B )z,t _
=(1-60,B—... -0 B¥Y(1-© BSi— - 594y .
(1-6:B—... 04‘_3 (1—-&4B ®QiB .)e,t (1.7)

Infine modelli di interesse cruciale per I'analisi della causalitd sono quelli a funzio-
ne di impulso-risposta IRF (7, s, b)

(1_513“.‘. ._8,.’_3".’)6’“ =(wo -wlB—. . .—wsstI)B Jejt +a,-t
' L i!j=x’y (1’8)

Integrando modelli IRF ¢ ARMA si ottengono modelli a funzione di trasferimento
TF, corrispondenti razionali di (1.3) :

2y = Vi (B) 25 + Y; (B) ay, i,j=xy | ‘ (1.9)
w; (B) - 6;(B)®;(B)
=—4__ gb = .., gk+bj | =t o s &
V’] (B)= 8,‘ B B k%] ”']k B 73 \bi (B) ¢" (B) (pi B kEI \bik B

Risulta abbastanza sterile parlare di causalitd in termini di sola azione esplicativa,
lasciando in ombra il problema dell’impatto moltiplicativo (positivo, negativo, nullo).
I modelli di Box-Jenkins forniscono misure di questo effetto in modo agevole. Aven-
do dalla (1.9). . :

8 (B) V(B)=w (B) BY

¢ possibile risolvere questa equazione direttamente“per V (B), eguagliando i coefficien-
ti corrispondenti a medesime potenze di (B), ottenendo la sequenza dei pesi IRF

{vk};w

vb=(00
Vpuy =819, B (1.10)

9 =815t +80, . k>(b+s)
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Sotto condizioni di stabilitd la sequenza {vk } converge a zero
@®=0 : |n|>1 ¥b=1,2,...,1) = lim v,=0
. . el

dove (r,) rappresenta la radice h-esima. Sotto queste condizioni inoltre il limite della

n 0
serie I Z v B® I ' conl B| =1 & finito
k=0 n=0

n & hnd
g=lim Z 9, 1°= 2% v, <eo

n o k= k=1
Wy ~wy—.,..—w
e (AT

r

¢ viene definito “guadagno di stato-stabile” (gain).
[g] rappresenta Ieffetto dinamico complessivo su {¥, } prodotto da una variazione
unitaria di { X, ,
In questi anni le verifiche empiriche in campo economico che hanno utilizzato con-
giuntamente definizione-di Granger e tecniche Box-Jenkins sono state numerose, ad
esempio Carlucci (79), Fiebig (80), Hanssens (80), Maloney-Ireland (80), (1).

In generale la loro impostazione ha due punti discutibili,

i) non sono state adottate misure di sngmfxcatmté statistica per A§?, ed alcuni
autori pur in presenza di variazioni molto cs1gue (1%) hanno affermato esistenza
di causalitd. Si vedrd successivamente come un ricorso al GLRT risolva il problema,

ii) Non tutti gli autori hanno utilizzato g, e chi I’ha fatto ancora una volta non si
¢ posto il problema di misure di significativitd. Questo & un problema abbastanza
complesso, connesso a quello delle proprietd asintotiche degli stimatori dei modelli
ARMA-TF, e costituird 'oggetto centrale di questo lavoro.

II. LA DISTRIBUZIONE ASINTOTICA DEI GAIN

2.1 Stima non-lineare e proprieta asintotiche

Nella letteratura sulla stima sono stati affrontati approfonditamente, ma separata-
mente, due problemi atipiei che invece vanno considerati congiuntamente per i mo-
delli ARMA-TF.

1 - Da un lato la stima di modelli lineari con regressori stocastici, ad esempio equa-
zioni alle differenze lineari stocastiche (AR). Adottando procedimenti di stima ML,
per i quali € stato agevole definire la LF, si & dimostrato a pit ripresc Mann-Wald
(43), Anderson (59), Anderson (71), Pagano (74), che gh stimatori dc1 parametri so-
no consistenti ed asintoticamente normali (CAN).

2 - Dall’altro lato la stima di modelli non lineari con regressori fissi, ad esempio
modelli a ritardi distribuiti razionali con variabili esogene. La stima ¢ stata affronta-

(1) 1 lavori citati non vanno confusi con quelli che hanno utilizzato il test *‘S”, Haugh (76),
Feige-Pearce (76), Pierce (77), Calliari-Sartore (80), equivalente al test su 48® ma mefﬁcmnte
perché utilizza il metodo di stima dei momenti,
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ta combinando soluzioni numeriche iterative e teoria dei minimi quadrati (LSE),
Hartley-Booker (65), Amemya-Fuller (67), Jennrich (69), Dhrymes-Klein-Steiglitz
(70), ancora una volta le conclusioni raggiunte sono di stimatori CAN,

Per quanto riguarda i modelli ARMA-TF vi ¢ sostanzialmente un “gap’’ tra formu-
lazioni teoriche e soluzioni pratiche. Teoricamente si & cercato di stabilire una con-
tinuitd metodologica tra definizione di processo stocastico (PDF multivariata), strut-
tura dei modelli (in relazione alle medie condizionali) € metodi di stima ML (in rela-
zione alla forma della PDF). :

Nel contesto gaussiano l'accento ¢ stato posto sulla specificazione della LF-esat-
ta, in particolare nella stima incondizionata della RSS che compare all’esponente per
ottenere stime “full ML, Box-Jenkins {70), Newbold (74), Osborn (77), Phadke-Ke-
dem (78) Hillmer-Tiao (79). '

La difficoltd ad esplicitare lo stimatore-ML da LF cosi complicate ha indirizzato la
ricerca verso tecniche basate sulla decomposizione spettrale delle serie (gid introdot-
te da Whittle (61)), Hannan (70), Hannan-Nicholls (72), Hannan (75), Nicholls (76),
Dunsmuir (79). Sulla base di inconsueti stimatori ML-spettrali si sono dimostrate le
proprietd CAN. :

Da un punto di vista pratico i problemi posti da tali stimatori (stima efficiente del-
la trasformazione spettrale e senza perdita di informazione), sono stati tali da renderli
inagibili, ed imporre il ricorso alle collaudate tecniche iterative dei minimi quadrati
non lineari (NLLS) di Hartley (61), Marquardt (63), Draper Smith (66) da parte di
Box-Jenkins (70), Pierce (70), Wilson (73).

11 problema teorico sulle proprietd asintotiche & stato affrontato da Pierce (71),
Pierce (72), assumendo a posteriori residui normali ed operando sulla LF nel consue-
to modo dei testi di statistica matematica per dimostrare le proprietd CAN degli sti-
matori ML, Come dire che in ambito Gaussiano LSE = MLE e quindi che le stime
NLLS hanno automaticamente le proprietd CAN delle stime ML, (?).

Questa impostazione non solo & didatticamente scorretta, ma & anche poco soddi-
sfacente dal punto di vista tecnico (3):

Cosa accade se il processo WN ¢ solo approssimativamente normale? Le proprietd
CAN delle stime NLLS sono state dimostrate esaudientemente solo per regressori fis-
si, € la stima NLLS non equivale semplicemente ad una serie di stime OLS!

Che ipotesi bisogna porre per la convergenza stocastica del procedimento iterativo,
e in che relazione sono le proprietd asintotiche con tali ipotesi € con gli algoritmi di
stima? :

In questo paragrafo si tende a riformulare il problema, partendo dal procedimento
di stima effettivamente impiegato, utilizzando tecniche della statistica matematica
ormai collaudate ed allacciandosi direttamente a Box-Jenkins (70) pp. 233, 291.

Si scriva il modello TF (1. 9) in forma ‘“‘autoregressiva”

(5B, (B)) w; (B) 4 (B) B; (B) L
“it'(oiw)@,-w) iy (8‘,.(3)9,.@)@,.(3) B )% hizxy 21D

ciog a,= |4 (z't; b°) non lineare interamente stocastica,  in cui:

(2) Soluzioni vecchie e nuove basate. sul. metodo dei momenti, a parte, Walker (62), Godol-
phin (77).

(3) Non é& casuale che in tutte le 500 pagine di Box-Jenkins non si trova alcun riferimento
alle proprietd asintotiche, ’
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{z,}={x,,59,}, t=(1,2,...,m), n=(N-d—-sD)
b0 =8, .. 805wh, . e, ... d0i0F, ... 00:90,...,80:8,... 80)EB
BCRY,  k=[r+s+1)+ @ +4g)+@+0Q)]

Si formulino ora le ipotesi standard per modelli a serie storiche
i) {“z} Processo WN: E [4,]=0, V[at]=02, Ela, ,4,]=0, ¥t ¥Yk+#0
ii) {z,} Processo Stazionario-1: E [2,]=0, E[z,-t_k,qt]=0,. ViV:e Vi
iii) (B) Regione di Stazionarieta-11, (*):

¥bEB: (5, (B)=0, ¢,(B)=0, 0, (B)=0, &, (B)=0, ©,(B)=0) =
> |n, |>1, Wi ¥h '
Si dcfinisycano ora le matrici stocastiche, in cui {zt} & implicito

0 V(zt;b)
V(b)= Ivtj = ——a-—-b;———— l (nok) s vettore (t) : [Vt (b)]

‘ 8% V(z,;b) _
Wi(b)= {w’]t = W l Chokom) i matrice (t) : [wt (b)]

Dalle ipotesi precedenti seguono alcune utili condizioni

2 {v,®}=0, M), {w,®}=0,(1), V¥bEB

Ve>o, 3M€€R+: P{lvtj;wijtl>1.Me}<e Vi Vij

Le derivate sono uniformemente (in t) limitate in probabilita su B. E’ facile osser-
vare che le derivate (rispetto b) di un processo stocastico stazionario-I {v (zt;b)},
formano un -processo stocastico{vt (b)} ancora stazionario-l se b €B, (). Ora la
stazionarietd-1l di {v, (b) } implica che i momenti di 11° siano finiti ¥ ¢, O (1); ma cid
si verifica solo se {v, (b)} = OP (1),

¥bEB : E[v, (b)v, ®)]=0(1) « {v,(b)}=0, (1)

b) l}i?abo plv, )=V, (b°)]=1’; t}iinbo plw, (B)=w, (b")]}=1; ¥, V¥bEB

() Per stazionarietd-] si intende stabilitd rispetto (z) della intera PDF, per stazionarietd-II si
intende stabilitd dei soli momenti di 11°,
3 Vi(z;:b) ¢; (B) @; (B) j+b;

e 5®eme® o Y

(5) Ad esempio — , = u, & stazionario se b € B.
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Le derivate sono uniformemente continue in b su B (con p= 1, cio¢ per b che va-
ria in modo deterministico). Questa & una condizione molto generale, soddisfatta se
b & continuo su B.’

o 3b,€B : 6-b°)=0,(@,), lm a,=0

N> oo

Esista uno stimatore iniziale b p-consistente per b° e che appartenga a B. Se {zt}
& stazionario-I & possibile avere stimatori CAN col metodo dei momenti, Walker (62).

d E[v, ®b),v,(b)]=M(®b) V:¥bEB ¢
plim [ V' () V(b)]=M () VbEB
B

Essendo {v, (b)} stazionario-I sard anche stazionario-Il (prima condizione) ed
ergodico rispetto ai momenti di I11°, cio® gli stimatori campionari di questi momenti
sono MSE-consistenti e quindi p-consistenti (seconda condizione), Hannan (70).

Prendendo spunto da Fuller (76) pg. 211, per il caso di NLLS-regressori fissi, si
definisca la funzione obiettivo '

n o .
QM)=a'a=Z [V(z P ’ : (2.1.2)
t=1
Sviluppando in serie di Taylor V (z,; b°) attorno al punto b = b
o — ~ N} ~ 0 A 1 o _ A ' [ 0 _ A .
V(z;;b”)=V(z,;b)=v, (b) (b —b)—-i-(b b) w, (b) (6" —b) (2.1.3)

. A ’ |
dove b giace sull’iperpiano che congiunge b® e b, P’espressione precedente pud anche
essere scritta nella forma

a,=a, B)-v] (YA =7, (B) , A°=(b"~-b) (2.1.4)

. Essendo b® incognito si pud pensare ad un punto generico b intermedio tra b?,
b in cui valga la linearizzazione seguente

V() =V(z,;D)~v, (b)>-b) (2.1.5)
L’espressione linearizzata corrispondente della funzione obiettivo

A n A ] A
Q)= 2 [V(z;b)—v, (b) b D) =

=[a (b) = V (b) (b= b)]' [a (b)— V (b) (b - )] (2.1.6)
e lo stimatore LS che la minimizza
/\A ~ I3 ~ A ) ~ /\A
b-b)=[V ) VD]V bakd) , A=(b-b) - (2.1.7)

Lo stimatore iterativo Gauss-Newton relativo alla prima iterazione
~ A ~ . .
che corrisponde al punto intermedio b a cui si & accennato. '
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Per il calcolo delle derivate si pud adottare un procedimento numerico basato sul-
la “perturbazione” dei parametri presi singolarmente, Draper-Smith (66) pg. 270,

Ve ={o,=1@]z:b1,. By ) = @y 2 by, (B e B )
‘ (2.1.9)

Il problema conseguente del calcolo incondizionato degli 4, ¢ risolvibile con pro-
cedure “back-forecasting”, Box-Jenkins (70) pg. 199. Per I’analisi asintotica occorre
valutare l'influenza del residuo dello. sviluppo, sullo stimatore, Sostituendo (2.1.4)
espressa in forma vettoriale, nella (2.1.7)

A=V (b)a®d)=V (b)[a+V (b) A® +r (b)] (2.1.10)
e sviluppando algebricamente si ottiene che

A-A%=v-(b)a+[V B)V®] ! R®B), RO =V B)r®) (2.1.11)
ma si ha anche dalla (2.1.8)

(A-A%=(b -b)~®°-b)=(b —b°) (2.1.12)

| Allora per analizzare le proprietd asintotiche dello stimatore occorre analizzare ogni

elemento di cui & composta la (2.1.11), in base alle ipotesi iniziali (i, ii, iii) ed alle lo-
ro implicazioni (a, b, ¢, d).

Il secondo elemento della (2.1.11) pud essere scritto come
M [V EVE)T RO =V OV )T T REG)

in base alla (a), per le proprietd dell’operatore d’ordine, Fuller (76) pg. 184, si ha che
la matrice (n ° k)

V (b) W (b)" z [v, (b) w, (b)] =

E [Er[o M]=0, (1) VbEB
t=1 df df

Poiché il risultato tiene anche per b= t;, in base alla (¢), si ha
aa) w7t RG)=n" V' (B) 5 b° - B)' W (B) (b° - B)
= = 2
0p (a,) 0, (1) 0, (a,)=0, (z,)
infatti {n'l } & una serie convergente a zero, Ancora dalla (c) e (b)

w7 [V @) VB ="t [V )V (6] +0, @2) (6

® lim  pv, =y, M) =1 = plim v, (B)=v, 6°) : v, B)=v, ) +0, (@) .
bab®

[ (adiad
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¢ per il teorema di Slutsky sulla “intercambiabilité”fdell»’operatorc (plim) dalla (d)
segue che

@(B)  plim [#7 V' (B) V (0)]"! =[plim »~! V! (°) V (%) + plim 0, (ai).]”‘=
=m ®°)
Come risultato intermedio, combinando (1A), (IB) e per (n — %)
b =)=V~ a+ M b°) 0, (2) = v (bya (2.1.13)

Per analizzare il comportamento asintotico di questo secondo elemento, -occorre
moltiplicare per

D Va®b-b)=[n"1V' B) VBV (B)anV?

il comportamento della prima matrice ¢ dato da (IB), il secondo. vettore verra analiz-
zato con le tecniche del teorema del limite centrale multivariato

Proposizione (1) — La sequenza delle derivate prime calcolate in'(b) con la (2.1,9) &
stazionaria-1 — congiuntamente incorrelata, ed ha momenti

E[v, ®]=0, E[v,(b)v, ®)]=M®°)

Dimostrazione — {v, (B)} = {by,, . .- ,i)kt} , ogni singola. componente {6jt} risulta .
dalla combinazione di due sequenze{& = V(zt,l;)} {,;07 =V(z,, l;(j)} staziona-
rie-I prive di ACR perché ottenute .dal filtraggio di una sequenza z, stazionaria-,
con filtri (2. 1 1) i cui parametri b, b(’ € B, ¢ depurano {zt} dalla ACR significativa.
{“t} {at } , sono stime “simili” del processo WN, e per (¢;) suff1c1entemente pic-

colo sono fortemente, ma solamente, correlate a livello 51multaneo { =@, = )/e }
¢ stazionaria-I priva di ACR

E wjt-b 7,]=
(5)2 (G, ,a1~Eld,, d91-£10, 41+ 619, i =0 ¥jb+#0

(’)} {av)} sono- anicora stime simili; € per (g5 € ) suffxcxentemcnte piccolila CCR
tra qualsiasi c0pp1a {2}, { v, }é nulla,
E[yzt-—b ]t]
. " W) a5 A8 ) y
vy {E[at_bat]-E[at b s ] Ela, ) a]+E[4,_, f’ 1}=o0 Vi, b

t7

La tesi della proposizione segue-dal fatto che i risultati precedenti sono validi
Y Vij; per i momenti, poiché plim ()= lim E (+) dalla (IB) si ha
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M(b®) =plim [+~ V' )V (B)] = limE[n~! £ v, (b) v, (b)]
t=1

n . n n A
e ~1 0 = !

'llu-x']"‘{ n t§1 E [v, (b) v, ()]} =E [v, (b)v, (b)]
poiché v, (*) & stazionaria-1 e b & stazionaria-IL. _ A
Moltiplicando la relazione da indagare per un vettore ¢ non stocastico, si definisca

. a N " A
cln" V2 V' (b)a]=n"Y2 T [’ v, (b)a,]
t=1

1/2 g ] ~
=n" v, =0
z 1=,

Proposizione (2) — Sia{v; (l;)}la sequenza delle derivate prime calcolate in "(l;), sia
a, la sequenza dei termini di disturbe WN e (c) un vettore di costanti, la serie

{v,} t”ﬂ ={v,(b)a,} ¢ (iid)
Dimostrazione — Per (€;) sufficientemente piccoli, {v, (b)} & incorrelata da {a,}:
) - 1 A " ') ~ .
E[vjtat]—*é;*{E[atat]—E[at(] at]}—O Y
essendo gli elementi tra parentesi simili. Si definisca ora la sequenza

' A koo,
’ —_ __"
cv, (b)—izl1 €V =,

questa ¢ ancora stazionaria-I priva di ACR, incorrelata da {at }
Elu, p4])=cE[v, , ®)v,®)]c=0 ¥hb#0
k
Elu,a,]= i§1 GE [%; a]=0

La sequenza{vt}={z‘4t at}é essa pure stazionaria-l priva di ACR, e quindi
(iid),

E [vt-b’ 'Ut]=E [i‘lt_b] *-E [‘at—b] *E [ﬁt] * E [at] =0 V b#0

essendo gli elementi tra parentesi ortogonali (incorrelati e con media nulla), inoltre
il prodotto di sequenze stazionarie-I prive di ACR e CCR @ ancora stazionario-I.
A
‘Come, conseguenza di questa proposizione { 9, } rappresenta la serie di un certo ti-
po di media campionaria, e per il teorema del limite centrale converge in distribuzio-
ne ad una normale.

Teorema (1) — Se le Proposizioni (1), (2), sono soddisfatte, la serie stocastica
{n-12 y' (b)a}converge in. distribuzione ad una variabile casuale distribuita
N [0; 0 M (b°)].

Dimostrazione — Prendendo spunto dal caso di matrice V (*) non stocastica, Pollock
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(79) pg. 334, la sequenza delle funzioni caratteristiche (CF) corrispondente a{%’n} ¢

() ~elon (0 Bl [om ()]

Pultima & dovuta al fatto che le {v,} sono (iid).
Poiché exp( ) & una funzwne continua neﬂ’omgme, & possibile considerarne uno
sviluppo in serie in (b =0)

~( b \_ . b 15, b \1*
“”n(\/z)“E[”’\/;”t 2 n”t""’?(n) -

_ 1 b2 2 t Ly12 b2 ‘"._ | n ' ]
=|1-F5 5 S E[v, B +o{=)| =[1+@] (“say”) (")

S

n

b? h? bt
o( " ) [kg T/—-——+k4"'r+ ......

Si pud verificare inoltre, Cramer (46) pg. 217, che si/iluppando in serie log (12+ %)
nel punto (z = 0) si ha log (1 +2) = (z + £ 2?),| | <1 e quindi ponendo (kr’-;;- =

=o(—%)si ottiene
i () (oo b)) 5
R e B

Sostituendo, considerando il limite, dalla proposizione (1)

A A 2
lim log $n(—k\/;_-)=lirn [——;—b’ *E[V (Bvb)lctno (—%—)]

n oo

it

=—5H P M) e
che equivale a $ (j— )—> exp [—-—b2 o? c "M (%) c]. Quest’ultima rappresen-
n

ta ld CF di una variabile casuale normale, per il Teorema della Continuitd (biunivoci-

ti tra CF-PDF) si ha ¥ '——>N [0, 0 ¢’ M (b°) ¢]. Poiché questo risultato ¢ valido
¥ ¢ si conclude, Rao (655 pg. 108, ,

By # V2 V' (bya—> N [0, 0> M (b°)]
A

- Considerando congiuntamente (IB) e (IIB), & possibile avere la distribuzione asin-
totica dello stimatore Gauss-Newton,

(?) Infatdi ()2 =—1; { “t} {"t (¢ )} sono incorrelate; inoltre

k=6 T El/Eley, & (—-—) lim o) /"’ —;xmoo(—)/—4o
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Teorema (2) — Date due sequenze di variabili casuali di dimensioni (k » k), (% * 1),
convergenti rispettivamente in probabilitd (P) e in distribuzione (L) ad una matrice
non stocastica e ad un vettore normale

[»~1 V' (b) V (b)]™} 2 M ) 5 [n=Y2 V' (b) a]-I:f* N[0, 0> M b%)]

il loro prodotto converge in distribuzione ad un vettore normale

Vi (b =b%)—> N[0;0* M~! (b°)] (2.1.14)
Dimostrazione — Si scriva il prodotto (2.1.14) come {A, } *{y, }={b, } , dalle ipotesi
P P
{An } —> A : {“,'jn} - B Vi

. L .

L L ) =’{a,'j,,y,'n}_"“,'iy,'~N Vi
Y} y~N = {ypd— 5~ N Vi ' \

quest’ultima deriva dalla versione univariata del teorema data da Rao (65) pg. 102,

Poiché la combinazione di serie convergenti in distribuzione ad una stessa distribuzio-
ne ¢ stabile se qucsta ¢ normale

{by} =

L
e poiché il risultato & valido ¥isiha che b, —> N ().
Per quanto riguarda i momenti asintotici

L
1]ny]n| — N

lim E[b |=lLmE([A y ]=AE[y]=0

n oo

lim E[b. b ]=A'E[y'y]lA=A" 0> A™ A=0® M™! (b°)

7 e A

Corollario (1) — Lo stimatore iterativo Gauss-Newton & CAN

~ L 0 0% 1.0 ‘
b—>N{[b S M ()] (2.1.15)
A

Per campioni finiti & necessario iterare il processo di stima, ponendo b come sti-
‘ma iniziale in un secondo ciclo. Poiché non si & certi ¢ della convergenza, relativamen-
te ad una generica iterazione (7) ¢ necessario sostituire b® con

b =[5 +¢ 87, e, €01 : [ (b"’)a(b"’)]qa &Py a (b"’)]
(2.1.16)

1 procedlmento si ferma nel momento in cui €f =0, a cui corrisponde A= 0;
I'espressione fmaIc dello stimatore &

=[b+ 2 € A9

i=1

] (2.1.17)

. . P . ok . .
¢ importante ogservare che, benché compaia b, le propriet3 di b * non dipendono di-
rettamente da b. Cid & vero in particolare per la normalitd non avendo formulato ipo-
tesisub,
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Uno stimatore consistente per la varianza dei residui sard.
F2=(m—k)1 2 ®B"a®*")] (2.1.18)
e per la matrice varianze-covarianze di b *, dalla (2.1.7) “iterata”, avendo A* =

D =52 [V (") VD] ®). ' (2.1.19)

2.2 Distribuzione asintotica di forme razionali

Si defmlsca 61 [b b’ ., ] un sottovettore di b formato dai primi (r +5s + 1) ele-
menti, e Mj! (b°) una partlzxone corrispondente di M™! (b?).
1l gain non & un parametro_stimabile direttamente, € pud essere inteso come funzio-
ne “razionale” (stocastica) di by, dalla (1.11)
™

. b, i 5
gby)=—2- g= (2.2.1)
1+bgi

°’lt€z

il problema della sua distribuzione pud essere affrontato in due fasi, come rapporto
di forme lineari, La distribuzione asintotica dei due sottovettori ¢ ottenibile come
densitd marginale

~ L o 02 .
b,— N [b6 o Mu] 2.2.2)

avendo partizionato Mi! (b%)= {M,-j }, lo stesso risultato si ha per gw

Data la stabilitd della normale alle trasformazioni lineari

~ o2 ~ L
(byi+ 1)—L—+N[(1 by +1) ; (—- i’ My i )] § — N [ug, 03] (2.2.3)

analogamente per b"u ie &. 1l coefficiente di correlazione asintotico tra le due forme
lineari &

(' My, i)
[G" My §) G Mz D}
e la PDF congiunta asintotica ¢ normale bivariata
X o~ 1 208 & ]
= —_ -—-————-—-— + ——
f6,w) (21r080w\/1 pi) exp_[ 2(1—p) ( a0, w)
(2.2.5)

o= (2.2.4)

La seconda fase & costituita dall’analisi della trasformazione § = (&18), per la qua-
le occorre applicare il “metodo delle distribuzioni”, Mood-Graybill-Boes (74) pg. 187,

(8) Per la matrice var-cov il risultato segue dalla (IB), moltiplicando per (n~1) ed essendo H*
~ A~ P
consistente [V' (5%) v B*)1-* — == M~* (b°).



La distribuzione asintotica ecc. 463

~

+ o ~ ~ ™
Ff&=1 |8|rE:58)48
Da cui, applicandola alla (2.2.5) ed integrando, & possibile ottenere, Papoulis (73)

pg. 218,
\/lﬂp! Oy ow/'n

f@=——
03.; (§-pogia ) +a2(1 +p’)

e con le opportune sostituzioni, corrisponde ad una densitd di Cauchy con parame-
in, A, (®)

f@E= [n?\ [1 + (3——;" )2] ]'l ' (2.2.6)
., % \_ i’ My, i _( — ) [l My i _(i'Mlzi)z]m

""(p ow)_i'Mni s A VI ) TMa T \T My
(2.2.7)

N g . o . gt .
Stimatori 71 *, X *, sono ricavabili dalla sola matrice var-cov D *. Ora, data la stima

finaleg* =g (gf ) & possibile farc inferenza su di esso utilizzando una Cauchy?

Per rispondere occorre un richiamo sulla “natura” di questa PDF,

1) Non possiede né media, né varianza (finite), Rao (65) pg. 158.

2) La forma geometrica é campanulare e simmetrica, 7, A rappresentano parame-
tri di locazione e di scala; ponendo (n=0), (A= 1) si ottiene la forma “standardizza-
ta”, corrispondente ad una Student con un grado di libertd, Johnson-Kotz (7) pg. 156,

A+ =)

3) La media campionaria & uno stimatore inconsistente per 7 in quanto ha la stes-
sa distribuzione di una singola osservazione, Kendall-Stuart (67) pg. 3. Va da sé che il
teorema del limite centrale & inapplicabile al caso di campionamento da una Cauchy,
Ia ragione ¢ che viene meno l'ipotesi di varianza finita. |

4) Stimatori consistenti per 1, A derivano in generale da “statistiche d’ordine”,
Bloch (66). Ma gli stimatori che ne risultano sono abbastanza complicati ed & diffi-
cile calcolarne la PDF, ~ . :

5) In generale nella letteratura non sono state avanzate proposte di inferenza (Bi-
bliografia Johnson-Kotz (70) pg. 164), 2 meno di non porre I'ipotesi (A = 1), Kendall-
Stuart (67) pg. 168.

Nel caso in esame si avrebbe un campione di una sola osservazione (g), l’1mposs1-
bilita a fare inferenza ¢ dovuta alla impossibilitd di standardizzare

f(—gT_ﬂ)= [TA[1+ @ —n@ +A)2]] #¢ (1)
proprio perché 7, A, non sono media e varianza e la PDF non & normale,

(°) Questo risultato & ben noto solo per il rapporto di PDF esattamente normali, standardiz-
zate ed indipendenti, Laha (59).
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Nemmeno sotto Hy : (7=0) si ha che @ Y ), 4 x ), seguono una ¢ (1), in quanto
per definizione una Student ¢ data dal rapporto tra una Normale ed una Chi-Quadro.
Trovare la distribuzione di quei rapporti riproduce il problema iniziale, complican-
dolo. "

Una via di uscita possibile pud essere tentata approssimanda la Cauchy ad una Nor-
male, stabilendo le opportune corrispondenze tra le masse di probabilitd. Da una ta-
bella riportata da Johnson-Kotz (70) pg. 155, relativa al confronto tra Normale-stan-
dard e Cauchy-“standard”, le equivalenze probabilistiche di un test di ipotesi sulla
significativitd di &) sono

Test Unilaterale § 20 95 % Normale = 88 % Cauchy
99 0/0 1] " 91 0/0 ”

Test Bilaterale §#0 95% " »90% ”
99 % 2 . » 92 0/0 ”

Questi differenziali possono essere ridotti poiché in questo test viene utilizzata
una Student e (§) ha una PDF-Cauchy solo asintoticamente, per #-finito ci si pud at-
tendere anche una corrispondenza pid stretta. '

Il problema del calcolo_dei momenti del primo e secondo ordine del gain pud es-
sere risolto considerando by, g (by) come sequenze di variabili casuali attraverso il
seguente teorema, Fuller (76) pg. 205 in cui in b, & implicito (7).

Teorema (3) — Sia la sequenéa di vettori stocastici a dimensione &',{ by} ~{ F, 1)}

e quest’ultima la sequenza corrispondente delle distribuzioni, sia inoltre {gn (by)}
una sequenza di trasformazioni a valori in R ¢ per € € (0, %) si definisca o= (1 + €)fe.

Se per due interi positivi /, Np, ¢ per un intervallo chiuso B, sono soddisfatte le
seguenti ipotesi

1) ”gl _bglalan (glv)=a31, lima =0

nwo

i flg, G| dF, b)=01)

Al
@y ...ip (gl)___( a~8n (by) ) .

i) g — | i=1,2,...,k" continuainb, su B, ¥n>N
05, ... 98, 1 ’

n
1

iv) bY€B

w o 3w<e): [gh P Gy <k ¥, g0 e <k, b=01,..0-1

n>No
Allora
fg, B1YdF, B=g, ®DH+
(2.2.8)
1-1 1 [k'. k' G ir) b A ‘ ~ i
+2 iz, 2Py n G -8 ]dF ®)+0 @)
j=t 7'/ L=y ib=1g , (1)k=1 ix " Di) |4 P (B "

A
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Questo teorema non afferma solo che sviluppando .in_serie g, (bl) nel punto
(bl) e considerandgne il valore atteso si ottiene uma apprasszmazzone lineare “‘con-
sistente” di E [g, (bl )]; esso consente ‘anche di stabilire lordme () minimo di que-
sto sviluppo.

Per individuare quest’ordine nel caso in esame si tratta di valutare se e come le ipo-
tesi (£ + v) sono soddisfatte per processi TF stazionari.

\
Proposzzzone {3y — La sequenza di mtcgrah nelle ipotesi (ii) del teorema (3) ¢ unifor-
memente limitata solo a partire da un certo valore camplonarm ¢ solo se il processo

TF ¢ stabile; ciod
@)  f|g, B dF, B,)=0Q) soloper n>N,, blEB

Dimostrazione — Poiché F, (GI) ¢ upa misura di probabilitd e g, (El) una variabile
casuale, la (ii) pud anche essere scritta come

|g, ®)['*=0, 1) efo g, (b1)=0,(1) per n>Ny, b]EB
Ora se b1 E€BCB cioé la TF & stabile e bl non giace sul confine di B, essendo b,

p-consistente, a partire da un certo valore campionario Ny si avrd che P {bl & B}< €
n > Ny, con € piccolo a piacere; per cui

(1—5’13—...-§VB’)=0 - p{|%|<1}<e i=1,2,...r
~ . n>No
p{|&;|>m}<e j=0,1,...s

dove (r ) & la radice i-esima. Dalla (1.10) si pud ottencre ricorsivamente la sequenza
dei pe51-IRF 9, che risulta quindi (*) '

7, =0, (1): plim |7, |=0
l k] ? n,k-.w, kl lko Ika] _O (1) n>No

|7 [=0, Ay :p{|7,|>M }<e V&

Il risultato che interessa segue ddl fatrto che

~ s C~ Y ; A .
8, Gol=l(E G+ £ 5)I<E 15
quindi

r{|s, b =m}<p{| Z, % [|=M} a>N,, blcs
‘ A
Le ultime tre rappresentano condizioni generali.
La (iii) & verificata per B C B in quanto g, (*) ¢ assolutamente continua in b, cd
uniformemente limitata su B per » > N,
La (iv) & soddisfatta se la TF & correttamente identificata ed il processo stocasti-
co{z,} & adeguatamente stazionario..

(1) Si noti che dietro al simbolo (™), che denota una quantitd stimata, & sempre implicito ().
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Essendo g, (bl) una. sequenza di variabili casuali, anche le derivate sono variabili
casuali, la (V) vd qu1nd1 riscritta come

W) |g::1 ..... in (an)I =0, (1) su B, per n>N,
ed ¢ verificata per B CB.

La condizione (i) consente di definire dlrettamente P’ordine minimo dello sviluppo
in serie, :

Corollario (2) — Se g, (by) & una funzione “gam relatlva alla stima di un- processo
TF stabile una rappresentazione “consxstente” diE[ Zn (b, e

Jg, 81 dF, (b1)=g(bl)+0(a") n>No | (2.2.9)
Dimostrazione — Stabilendo (¢ =1) si ha (& =2), ed avendo a, =0 (1) =>azl =9 (1)
[I1B:=b8|¥dF, (By)=0(1) n>No &uverificataper (1=1)

2 -
infatti per (/ = 1) Pintegrale tende a [%—- M, (b0 )] che si annulla asintoticamente:

Dalla (2.2.8) con (! =1) segue la (2.2.9).

A
Dal corollario precedente, data la consistenza di gl per b? si ha
E[g, (b1)]=g, (b1) +0, (a,) n > Ny
da cui uno stimatore consistente per la espressione lineare della media del gain &
Ay =g (b)) (2.2.10)

per n-finito & necessario con51derare uno sviluppo superiore.

Il calcolo della approssimazione lineare di V [g, b, )] verrd impostato in termi-
ni pilt pragmatici, sv11uppandog (by)inb; =b]

g, b1)= g(b?)+g(b?)(b,—b)+—(b1—b)c(b)(t~>,—b)+ ......
gl ] eon-lagie]|
—b‘,’

db; 0 b
Portando la media asintotica al primo meémbro, moltiplicando per 4/, elevando
al quadrato e considerando il valore atteso si ha

EWVng, B)-g®P= g GDE [Va Gy ~bDI? g ) +
+ g 6D E [Va (B, -bDP G o) +
G ONTENT G -bDP GO+
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~ . 1 . -
Poiché {bl} & asintoticamente normale e corretto, i suoi momenti centrali di or-
dine dispari tendono ad annullarsi, e quelli di ordine pari tendono ad essere propor-
zionali alla matrice varianze-covarianze secondo la relazione

E[Va by ~bD]F= 13-, (&—1)[6* M, (b°)}*/? k-pari

che generalizza quella univariata pp =13+ ... (k1) ok].
Ponendo (a, = 1/A/n) la penultima espressione pud essere scritta

E V7 @, ®1)-g ®) =g' ®) E [Vi by —bY)’ (by ~b) Vg b) + 0 (a,)
¢ considerando il limite si ottiene la varianza asintotica
lim {n Vg, ]} =g &) 0> Mi* 6*) g bf)
. Uno stimatore consistente per la varianza del gain &
5,2 =g b [V BHVEN g6 (22.12)

In conclusione si pud affermare che il gain (stimatore) ha una distribuzione asin-
totica approssimabile a

2
~ 1 1 )
g ~Ng®]); g ®F) — M ®°) g o],
IIl. ESEMPLIFICAZIONI

3.1 Modelli di uso frequente

Le IRF non-lineari maggiormente utilizzate nella esperienza empirica posseggono
un limitato numero di parametri (2,3). Cid accade non solo per il principio di parsi-
monia che si tende a perseguire, ma anche perché questi modelli sono in grado di espri-
mere profili dinamici dei pesi IRF diversificati € complessi anche con un limitato nu-
mero di parametri, Tav, 1.

Vengono calcolate ora le espressioni linearizzate in media e varianza di due parti-
colari IRF: Vy [@o =(+),81 = ()], V5 [&p = (+), §; =), 8, = ()] che si incon-
treranno nell’esempio empirico successivo (11).

TAVOLA 1

IRF di uso frequente

(r, s, b) " IRF Stabilita Monotona Alterna
b 0 »
i _ _wyB _ Espon. | Oscill.
(1,0,b) * V, (B) T:t7? 1<8, <+1 0<8, <1 ~1<5, <0
2.0.5) V., (®B)= w, BY g’ j;‘ <<11 Espon. IT° Period.
' 2 1-6,B-56,B° 3" 0% (62 +45,)>0 (82 +45,)<0

-1<§,<1

(1) La struttura dei segni che compare nella espressione linearizzata, dipende dalla particola-
re struttura dei segni della IRF.
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Sviluppando g; = [&e/(1 —S'l )] nel punto [w] = (+),8] = (*)} fino alle derivate
del secondo ordine e considerandone il valore atteso, si-ottiene l'espressione lineare
consistente di E [§ ] :

0

~ wo 1 ~ o wo . o~
E[g,]= -85 " T =507 cov[w061]+-(—1—_-98715—)Tvar.[61] RCRNY

Dallo sviluppo, portando a primo membro la media asintotica, considerando solo
le derivate prime, elevando al quadrato, e considerando il valore artteso, si ottiene
I’espressione lineare consistente di V [g; ] '

~ 1 ~ 2w° ~ vwo 2 L
V[E;]-—-——-—-———(l_al)z var [w0]+——L—(1*8?)3 cov [ 81]+_——9_(1(*8?1)—_)4 var [64]
(3.1.2)

. Analogamente, sviluppando g, = [@e/(1 -8, ~8, )] in [wd =(+), 8 = (=),
82 = ()] e procedendo come nel caso precedente : o

0
~ W ' 1 ~ W ~
E[g 1™ (1_5?0_52) + (1-5?;52)2 (cov [Wg 811+ cov[@p 8,]) +

0
gy Car B+ 2 cov () 8y +var 5, ) (3.13)

~ 1 ~ 2wl - ~ o~ ~
| ,V[EZ]—M(I—G?“B‘Z’F var[wo]+-i-1f:6—(l,-'—i;‘$(2,-)-r(cov[w08,]+cov[wo 6, D+

0,2
+ (T:%%Q-?—I_SW_ (var {811+ 2 cov [6; 6,]+ var [8~2]) (3.1.4)
1702 :

Per ottenere stimatori consister(}ti di guesti momenti approssimati si sostituiscono
i parametri incogniti [(wg,8?,52); (ao,of,ag ; (Oo1, 00z, 013)] con le loro sti-
~ %
me ().

3.2 Un esempio empirico

A titolo di esemplificazione numerica si & fatto un test sulla relazione di “feedback”
tra prezzi e salari (spirale inflazionistica p, —w,) negli anni °70, definendo le varia-
bili come

(P,)= Indice dei prezzi al consumo per la intera collettivitd nazionale, base 1976.

(W,) = Indice delle retribuzioni orarie minime contrattuali per gli operai del settore
industria, al netto dei contributi famigliari, base 1975.

(N)=Dati mensili ISTAT nel periodo 1971.01-1980.12, N = 120.
Nella Tav. 2 sono riportate le tre coppie di modelli stimati descritti nella introdu-

zione, stazionarietd (1.6), univariati(1.7), funzioni-trasferimento (1.9), e le principa-
li statistiche,
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TAVOLA 2
Modelli stimati e principali statistiche

Modelli stimati RSS df SE N Q df s df
(1-B)* P[P =p, | S0777E-5 - 118 2774E-3 118 24.97 20 35.36 20
(1-B) (1-B®) W, ¥ =w, 020056 116 .013149 116 28.14 20 34.28 20
Py = (1+.499B) ep, 82517E-5 117 .26557E-3 119 22.85 19

(.081)
wt=(1+(.7§gss)ewt 014059 115 .011057 119 16.11 19

.058)

P, = (.0056)/(1~.610B) w,_, _
(.0016) (.131) 72422E-5 112 .25429E-3 115 21.42 19 22.65 18
+(1 +.372B%) ap,
(.090)

w, = (1.547)/(1-.589B—.977B%) iy
(.669) (.027) (.026) 013058 112 .010798 116 14,50 19 26.53 17
+ (1 +..807B%) aw,
(.056)

Dalla Tav. 2 si pud osservare che i modelli esposti soddisfano alle condizioni di sta-
zionarietd-II, ed i segni dei coefficienti-IRF (in particolare 5:) sono coerenti con i
' comportamenti economici attesi. Nella Tav. 3 viene riportato uno schema di analisi
della varianza (ANOVA), applicata ai modelli a serie storica ed in relazione alle stati-
stiche disponibili dalia Tav. 2.

TAVOLA 3 .

Schema ANOVA per modelli TF (12)
Fonte Ss daf Statistica F
TOTALE (z'z) ny=(N—d—sD)
b (TF) (z—a8) |y —n) +r+s5+1+p+q+P+Q)
b, (ARMA)| (z'z=e'e) @+q+P+Q)
F, (IRF) (e'e—a'a) my—n)+@+s+1) (e'e —a'a)/(nz ~n,tr+s+1)
RESIDUI (a'a) ny—=(r+s+1+p+g+P+Q) a'a/(n,~r—s—1-p—q—P-Q)

(1?) 11 numero dei (df) della (SS) & condizionato dall'uso di procedure “backforecasting’’ nel
calcolo dei residui attraverso n, = numero di residui stimati a,.
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<11 test-F (13) & equivalente ad un test di causaliti su A G2; perché questo test, e
lo ‘stesso chema ANOVA, abbiano senso occorre che la struttura ARMA della TE sia
la medesima dei modelli univariati. Cid & sicuramente realizzato abolendo le discuti-
bili procedure di “préwhitening” nella identificazione.

Nella Tav. 4 sono riportati i risultati empirici del test,

TAVOLA 4
Contributi esplicativi

Relazioni P H F* df F.95 F.99
P—W, - 4.63 % 2.86 (3,112) 2.69 3.96
W,— P, -8.339 2.44 (5,112) 2.29 3.18

I valori sono moderatamente significativi, ed al 99% la significativitd della relazio-
ne di “feedback” scompare, nonostante che le riduzioni delle varianze siano rile-
vanti. ‘ ' .

Questo perd non esclude che gli impatti moltiplicativi siano significativi, e che la
relazione sia verificata sotto questo aspetto. In particolare affermazioni sulla natura
inflazionistica delle variazioni salariali possono essere tratte solo dalla analisi di g
enon di A §2.

Nella Tav. 5 sono riportate le matrici Var-Cov stimate delle TF, necessarie per il
calcolo delle medie e delle varianze dei gain,

TAVOLA §
Matrici Var-Cov delle TF

P,— W,
W, — P, o, .003
6," .0081 & -.5SE—4 .0007
§; .0007 .0172 & ~—.4E-5 .00035 .0007
&y, .23E—4 .15E-3 .25E-5 (o —.5E—3 005 0104 4476
," 5" Sy a, B & &y

(**) Si pud dimostrare che questo test corrisponde al GLRT per il confronto tra varianze di
due popolazioni normali indipendenti, e.gode di proprietd ottimali (UMPT),
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Nella Tav. 6 sono riportate le stime delle formule (3.1.1, 2, 3, 4).

TAVOLA 6
Contributi moltiplicativi (%)

Relazioni ' Eg‘ Fg‘ "a’g' df £.99
Py — W, -2.733 -2.704 1.053 -2.57
112 2.36

W, — P, .014 016 .008 + 2.00

Anche la entitd dell’impatto prodotto reciprocamente & scarsamente significativo
(il livello effettivo di significativita & 92% in termini di densita di Cauchy).

Da cid la conclusione che i determinanti di prezzi e salari siano soprattutto “‘inter-
ni”, componenti di rigiditd al ribasso, componenti autonome relative a contrattazione
sindacale ¢ speculazione commerciale. :

Questo sembra essere confermato dal confronto tra modelli univariati e quelli di
stazionarietd, Tav. 7, Tav. 8.

TAVOLA 7
Contribuiti auto-previsivi

~y

Relazioni Act df F.995
P,— P, -8.33Y% 11.71 (1.117)
8.18
W, —— W, ~29.29% 49.05 (1.115)
TAVOLA 8
Contributi auto-moltiplicativi

Relazioni gt = flg' ;g' Tg‘ 1.9995
P,— P, 1.499 081 18.51

: 3.37
W, — W, 1.780 058 30.69

In questa ultima non & necessario porre corrispondenze con la Cauchy, poiché le
IRF sono lineari (MA), e quindi i gain sono asintoticamente normali.

Universita degli studi di Modena : CARLO GRILLENZONI
Istituto Statistico-matematico

g ~ ~ - . . » * . . *
(1%) 11 rapporto-t utilizza ué e non g*; poiché il gain viene stimato indirettamente & pili cor-

retto utilizzare uno stimatore che “tenga conto” delle var. e cov. dei singoli stimatori che lo com-
pongono.
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SUMMARY

The Asymptotic Distribution of Gains in Non Linear Impulse-Response Functions

The necessity to define the distribution of gains’ estimators in nonlinear impulse-résponse
functions, practically rises from the research of multiplicative impact measures in the analysis
of causality.
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In a preliminary step there is the study of estimators’ distribution of time series models’ para-
meters, that in this work is developed in the context of nonlinear least squares estimation with
stochastic regressors, the conclusion is of consistent and asymptotically normal estimates.

From this result it has demonstrated that nonlinear gains’ estimators follow asymptotically
a Cauchy density. The inference is developed approximating the Cauchy to a Gauss density and
in calculating approximate linear expressions for meéan and variance.

Finally it is proposed an empirical example that points out the need for statistical measures
of significativity on variance reduction and estimated gains in the analysis of causality,

RESUME

La Distribution Asymptotique des Gains dans des Fonctions de Transfer Non Lineaires

La necessité de definir la distribution des ¢stimateurs des gains pour des fonctions de transfer
non lineaires, surgit concretemente dans la recherche de mesures d’impact multiplicatives on ana-
lyse de la causalit®, . ‘

Dans une premidre phase on cherche la distribution des estimateurs des modeles 4 series chro-
nologiques du type ARMA-TF, que dans ce travail est affront® comme estimation non lineaire
avec regresseurs stochastiques. On abouti aiusi 4 des estimateurs consistents et asymptotiquement
normaux, : '

Sur la base de ce premier resultat on demontre que la distribution des gains non lineaires est
asymptotiquement une Cauchy. ) ‘

L'inference est effectuée on approximant cette Cauchy avec une distribution de Gauss et cal-
culant aprés des expressions lineaires approximée pour la moyenne et la variance des gains.

Finalement on presente un exemple empirique qui confitrme la necessité de mesures de signi-
ficativité dans I’analyse de la causalité,



